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Einleitung. 


Daß allgemeine Gleichungen von höherem als dem vierten Grade sich 
durch Wurzelziehen nicht lösen lassen, hat Abel bewiesen. Wohl aber 
existieren für jeden Grad Gleichungen, die algebraisch lösbar sind; nur 
sind besondere Beziehungen zwischen den Koeffizienten — oder, was da- 
mit gleichbedeutend ist, zwischen den Wurzeln — dazu erforderlich. Diese 
Beziehungen können die Teilbarkeit der linken Seite der Gleichung durch 
eine ganze Funktion niedrigeren Grades (im gleichen Rationalitätsbereich) 
zur Folge haben; sie brauchen es aber nicht. Die Untersuchung des 
zweiten Falles bot algebraisch das größere Interesse, sie führte zu neuen 
Problemen; Beispiele lieferte die Kreisteilung und die Transformation der 
elliptischen Integrale. So kam es, daß die Theorie, durch die es dann 
Galois gelang, Kriterien der Lösbarkeit aufzustellen, in erster Linie dem 
Falle der Irreduzibilität angepaßt war. Im allgemeinen ließ sie sich auf 
reduzible Gleichungen wohl anwenden — Intransitivität ist die ent- 
sprechende Gruppeneigenschaft —; aber eine Einschränkung mußte stets 
gemacht werden, die, daß nicht mehrere Wurzeln gleichen Wert besitzen 
dürfen. Die Theorie nach dieser Richtung zu ergänzen, sie so zu einer 
völlig allgemeinen zu machen, ist Zweck der vorliegenden Arbeit. 


Sal 

Es wird gut sein, wenn wir vor dem Eintreten in die Untersuchung 
selbst uns zunächst darüber klar werden, warum sich die @aloissche Theorie 
nicht ungeändert auf Gleichungen übertragen läßt, die mehrfache Wurzeln 
besitzen. Sie ruht auf der Verknüpfung von zwei Begriffen, dem von 
Lagrange vorbereiteten der Funktionsgattung und dem von Galois 
aus der Cauchyschen Substitutionentheorie entwickelten der Gruppe. Als 
Fundamentalsätze sind die folgenden anzusehen: 

Eine Funktion der Wurzeln, die ohne Wertänderung alle Substitu- 
tionen gestattet, die eine zweite Funktion nicht ändern, läßt sich durch 
die zweite Funktion unter Hinzuziehung nur der Gleichungskoeffizienten 
rational ausdrücken. 


6 Versagen der üblichen Theorie. 


Die Substitutionen, die eine Funktion nicht ändern, bilden eine 
Gruppe. — Dieser zweite Satz gilt, wenn Beziehungen zwischen den Wurzeln 
bestehen, die Gruppe der Gleichung von Natur nicht die symmetrische 
ist, ohne Einschränkung allerdings nur für in der Gruppe der Gleichung 
enthaltene Substitutionen; doch gibt es, solange kein Zusammenfallen ein- 
tritt, immer noch zu jeder Gruppe Funktionen, die durch ihre und nur 
durch ihre Substitutionen den Wert nicht ändern. 

Mit Benutzung dieser Sätze kann man als das Wesentliche einer 
Adjunktion, d. h. des Bekanntannehmens einer Funktion, die Gruppe dieser 
Funktion nachweisen, die zur „Gruppe der Gleichung“ wird; weiter den 
Zusammenhang zwischen Reduzibilität einer Gleichung und Intransitivität 
der Gruppe, zwischen algebraischer Lösbarkeit und einer speziellen Struktur 
der Kompositionsreihe der Gruppe zeigen. Die Frage ist: Welchen Ein- 
fluß hat das Zusammenfallen von Wurzeln auf diese Sätze? 

Der erste Satz bleibt, wie sich im Verlauf der Untersuchung zeigen 
wird, tatsächlich richtig; aber die übliche Form, in der man Funktionen 
mit gleichen Substitutionen durch einander auszudrücken pflegt, kann 
diesen Dienst nicht mehr leisten. Bei dieser Darstellung tritt nämlich 
im Nenner die Diskriminante der Funktion auf; dieselbe enthält aber die 
Diskriminante der Gleichung als Faktor, verschwindet also, wenn Wurzeln 
zusammenfallen. Ebenso verschwindet der Zähler, man erhält die dar- 


. . 0) [ 
zustellende Funktion ın der unbrauchbaren Form Ki Nun wird man 


versuchen können, die verschwindenden Faktoren aus Zähler und Nenner 
zu beseitigen; doch zeigt sich die übliche Darstellung jedenfalls so ohne 
weiteres nicht brauchbar. Der wesentliche Grund für das Versagen der 
Galoisschen Theorie im Fall mehrfacher Wurzeln ist aber die Ungültig- 
keit des zweiten Satzes. | 

Zunächst weiß man nur im allgemeinen Fall, wie Substitutionen der 
Wurzeln mit den Funktionen derselben und mit der Gleichung zusammen- 
hängen. Fallen dagegen Wurzeln zusammen, so ist zu fragen, ob man 
die Wurzeln gewissermaßen vor oder nach ihrem Zusammenfallen ver- 
tauschen soll. Der gebrauchte Ausdruck hat dabei folgenden Sinn: 

Man sagt: Eine Gleichung f(x) = 0 n‘® Grades hat stets »n Wurzeln. 
In unserem Fall sind gewisse von ihnen gleich; dann verschwindet also 
die Funktion f(x) an weniger als » verschiedenen Stellen, sie hat weniger 
als n Nullstellen. Diese, die verschiedenen Werte, welche die Wurzeln 
haben, wollen wir auch als Nullstellen der Gleichung bezeichnen. Nun 
ist die Frage, ob Substitutionen der Wurzeln oder Substitutionen der 
Nullstellen zu betrachten sind, Vertauschungen von n oder von weniger 
als n Elementen. 
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Gelegentlich werden beide Arten von Substitutionen von uns gebraucht 
werden; doch ist hier leicht ersichtlich, daß wir in erster Linie der 
Wurzelsubstitutionen bedürfen, und zwar aus folgendem Grunde: Gegeben 
sind uns die Koeffizienten der Gleichung; durch diese wollen wir, rational 
oder irrational, schließlich alles ausdrücken. Sie sind uns etwas Festes, 
das sich nicht ändern darf. Nun sind aber die Gleichungskoeffizienten 
symmetrische Funktionen der Wurzeln, im allgemeinen keine solchen der 
Nullstellen; wir werden uns also jedenfalls mit Wurzelsubstitutionen zu 
beschäftigen haben. Möglich wäre aber noch, daß wir gewisse solche 
Vertauschungen als unwesentlich anzusehen hätten, nämlich die Ver- 
tauschungen gleicher Wurzeln. Daß dies im allgemeinen nicht erlaubt 
ist, wird ein Beispiel zeigen. 

Es sei f(x) = 0 eine kubische Gleichung mit zwei gleichen Wurzeln 
x, und &,, während x, von ihnen verschieden ist. Dann wäre, wenn es 
unwesentliche Vertauschungen gäbe, die Substitution 

Dee, 
® % > 


im wesentlichen gleichbedeutend mit 


& Kg a) 
Ei 


Die erstere ändert aber die Funktion 
0 + PR + Ya, 
in 
&&; + PX, + Yy&ı, 
ax, + PX; + Y%2. 
Beide Resultate sind aber nicht nur formal, sondern auch dem Wert nach 


unterschieden, wenn &@=+ß. Aber auch ohne Anwendung auf Funktionen, 
schon als Substitutionen allein zeigen beide verschiedene Wirkung; denn 


es ıst 
& 12 a E 2 2 
= ’ 
X Lg %g KL U Kg 


@ Xp 2) (& Io ) (& X n) 
== ; 
DEREET DEN. .T, VENIRAR 
zwei nur unwesentlich voneinander verschiedene Substitutionen würden mit 
derselben Substitution multipliziert, wesentlich verschiedene Resultate geben. 


Die Substitutionen der Wurzeln sind also ebenso alle als verschieden 
zu achten, wie wenn die Wurzeln selbst es wären. Solange es nur auf 


die zweite sie in 


dagegen 
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die Form einer Funktion ankommt, bilden die Substitutionen, die sie nicht 
ändern, eine Gruppe; die Substitutionen, die eine Funktion formal nicht 
ändern, sind ja dieselben, die sie dem Wert nach ungeändert lassen würden, 
wenn die Wurzeln alle voneinander unabhängig wären. Dagegen bilden 
die Substitutionen, die eine Funktion dem Wert nach ungeändert lassen, 
wenn Wurzeln zusammenfallen, nicht mehr notwendig eine Gruppe. Dies 
zu zeigen wird ein Beispiel genügen. 

Es sei f(«)=0 wie oben eine kubische Gleichung mit der Doppel- 


wurzel x, =2,. Betrachten wir die Funktion 

p=an, +ß% + 2; («+ P). 
Diese erlaubt formal außer der identischen Substitution nur die Ver- 
tauschung von %, mit 2,. Beide bilden eine Gruppe Dem Wert nach 
erlaubt die Funktion außerdem noch andere Änderungen, z. B. ist 

p=(a+Pß)a, + P2. 

Wenn wir aber nur Änderungen in Betracht ziehen, die Wurzelsubstitu- 
tionen sind, so erlaubt g folgende vier Vertauschungen: 


© %p en) E Tg 2) & Ip e) (® Xp “ 
? I ? ? 
L% Tg %g % Kg Xp, %, X I Lg %z % 


und nur sie; denn die anderen beiden der sechs möglichen Substitutionen: 


ET E re 

) und | ) 

En 5 
führen g in eine Funktion über, die den Wert 2x2, +«x, hat. Die vier 
oben angegebenen Substitutionen bilden aber keine Gruppe, schon darum, 
weil vier kein Teiler von sechs, der Ordnung der symmetrischen Gruppe ist. 
Nun wäre diese Eigentümlichkeit einer speziellen Funktion allein 
noch nicht charakteristisch für das Zusammenfallen von Wurzeln; denn, 
wenn etwa zwischen den sechs Wurzeln &,, &,, 23, £,, %, %, einer Glei- 
chung die Beziehung 2,2, — %,%, = 0 besteht, — was möglich ist, ohne 
daß Wurzeln zusammenfallen — dann besitzt z. B. die Funktion 

EL %g + PRs%, + PR 

dem Werte nach auch keine Gruppe mehr, wenn man alle Substitutionen 
der symmetrischen Gruppe erlaubt. Aber es gibt zu jeder Gruppe zu- 
gehörige Funktionen, während es beim Zusammenfallen von &, mit %, 
keine Funktion von drei Wurzeln gibt, die nur die Substitutionen der 


Gruppe 
L, Lg %z Ä I, %g %g 


gestattete; Funktionen, die, wie p, diese Substitutionen erlauben, besitzen 
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im allgemeinen keine Gruppe; sie besitzen eine solche nur dann, wenn 
sie vollkommen symmetrisch sind. 

Fallen Wurzeln zusammen, so gibt es nicht mehr zu jeder Gruppe 
von Substitutionen Funktionen, die den Wert für diese Substitutionen 
und nur für sie nicht änderten. Dies ist der wesentliche Unterschied der 
betrachteten Gleichungen gegen alle anderen, allgemeine wie spezielle. 


8.2. 

Für eine Auffassung auf Grund der Substitutionentheorie scheint also 
das Zusammenfallen von Wurzeln die Lösung schwieriger zu machen; 
algebraisch ist dies keineswegs der Fall. Es ist vielmehr stets möglich 
zu einer Gleichung mit mehrfachen Wurzeln eine Gleichung oder Glei- 
chungen niedrigeren Grades rational herzustellen, welche für alle Wurzeln 
der ursprünglichen Gleichung die Werte liefern; und es läßt sich dabei 
auch angeben, wie oft ein solcher Wert als Wurzel der Ausgangsgleichung 
auftritt. Die algebraische Lösung einer Gleichung wird wesentlich erleichtert 
dadurch, daß mehrfache Wurzeln auftreten. 

Um solche Hilfsgleichungen aufzustellen, pflegt man die Ableitungen 
der linken Seite der Gleichung zu benutzen; angegeben ist die Methode 
aber schon vor Erfindung der Differentialrechnung in etwas allgemeinerer 
Form von Hudde*). Diese übliche Lösung wollen wir verfolgen, und 
nach etwaigen Anhaltspunkten für eine substitutionentheoretische Behand- 
lung in ihr suchen. 

Hat die Gleichung f(x) = (0 mehrfache Wurzeln, d. h. enthält die 
Funktion f(x) gewisse Linearfaktoren in einer höheren Potenz als der 
ersten, so enthält die Ableitung f’(x) von f(x) an Linearfaktoren von f(z) 
nur die mehrfachen, diese in um eins verminderter Häufigkeit. Nun ist 
aber das Bilden der Ableitung einer ganzen rationalen Funktion eine 
rationale Operation; die Koeffizienten der Potenzen von x in f'(x) gehen 
aus denen in f(x) durch Multiplikation mit ganzen Zahlen hervor. f’(x) 
gehört also demselben Rationalitätsbereich an, wie f(x); dasselbe gilt aber 
auch von p(x), dem größten gemeinschaftlichen Teiler von f(x) und f’(z), 
da der Euklidische Algorithmus aus rationalen Operationen besteht. p(«) 
ist, bis auf eine Konstante, die hier mit dem ersten Koeffizienten von 
f(x) als eins angenommen werden kann, das Produkt der gemeinsamen 
Linearfaktoren von f(x) und f’(z), das Produkt der mehrfachen Wurzel- 
faktoren von f(x) in um eins verminderter Häufigkeit. Die Gleichung 


*) Zwei Briefe an van Schooten, von diesem veröffentlicht im Anhang an die 
lateinische Ausgabe von Descartes’ Geometrie, Leiden 1659. 
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deren linke Seite ja eine ganze Funktion ist, hätte schon keine mehr- 
fachen Wurzeln mehr und verschwände für alle Nullstellen von f(x) und 
nur für sie. Die Wurzelwerte für f(x) = 0 könnte man also aus dieser 
Gleichung mit nur einfachen Wurzeln berechnen, erhielte aber die Häufig- 
keit der Wurzeln noch nicht direkt; auch läßt sich — wenigstens wenn 
f(x) = 0 Wurzeln in verschiedener Häufigkeit enthält — die Lösung dieser 
Gleichung noch auf die von einfacheren zurückführen. 

Zu diesem Zwecke wendet man dasselbe Verfahren, wie oben auf f(x), 
nun auf p(x) an. Man bildet die Ableitung ’(x), und y(x) als größten 
gemeinschaftlichen Teiler von (x) und g’(x). Dann ist y(x) das Pro- 
dukt der mehrfachen Linearfaktoren von p(x) in um eins, das der mehr 
als doppelt auftretenden von f(x) in um zwei verminderter Häufigkeit. 
Dasselbe Verfahren wendet man auf y(x) an und wiederholt es so oft, 
bis man auf eine Konstante, eins, als größten gemeinschaftlichen Faktor 
von o(x) und »(x) stößt. Dies tritt, wenn f(x) = 0 höchstens v-fache 
Wurzeln enthält, nach v Schritten ein. Man hat so durch dieses Ver- 
fahren eine Kette von Funktionen 


f(@), (2), x@), °*, vR), ala), 1 
erhalten. Das letzte Glied der Kette vor der Konstanten, &(x), ist das 
Produkt der v fachen Linearfaktoren von f(x), enthält jeden nur einmal. 
Die Funktion 


%C 
= er 
ist eine ganze Funktion und enthält keinen der Linearfaktoren mehr, die 
v mal in f(x) auftraten, überhaupt höchstens noch (v—1)-fache Linear- 
faktoren. Hat die Gleichung f,(x) = 0 noch mehrfache Wurzeln, so kann 
man sie nach demselben Verfahren wie f(x) =(0 reduzieren; bequemer 
erhält man eine Kette, wenn man alle Glieder der Kette für f(x) durch 


die entsprechenden Potenzen von »(x) dividiert, nur daß dabei das vor 
En vorausgehende Glied nicht notwendig von eins verschieden ist. Bildet 
man also 


MORE 9 (=; u)=-o, MORE o@)=-=1, 
[n) (6) @ @ 


so besteht y, (x) aus den (v—1)-fachen Linearfaktoren von f,(2), von f(x), 
und enthält jeden nur einmal. Man kann also wieder durch die betreffen- 
den Potenzen von 9,(x) dividieren und erhält für 


E) 
fs(&) 1 (ab, ee 


eine analoge Kette. Setzt man das Verfahren fort, so erhält man schließlich 
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f,_ı(2) als Produkt der einfachen Linearfaktoren von f(x), und f,(&)=1. 
Alle ausgeführten Operationen waren rationale Operationen, ja die Divi- 
sionen gingen immer auf; man erhält durch sie eine Zerlegung von f(x) in 


f,-1() (9,2 @)? { 9) (da) (a), 


kann also nun f(x) = (0 durch Bestimmung der Wurzeln von 


Ba =0, 9,0, et, =, alt 
lösen. Dabei liefert f,_,(2)=0 die einfachen, 9,_,(x)=0 die doppelten, 
-,, o(&)=0 die v-fachen Wurzeln. 
Diese Teilgleichungen besitzen keine mehrfachen Wurzeln mehr, auf 
sie ist die @aloissche Theorie in ihrer ursprünglichen Form anwendbar. 
Dasselbe gilt auch von der reduziblen Gleichung 


h)= 9 =f_,@)- 9,0): n.@) ua) o@)=0. 


Die angegebene Gleichung gestattet die Bestimmung der Werte sämtlicher 
Wurzeln von f(x) = 0, algebraisch, wenn alle Teilgleichungen algebraisch 
lösbar sind. Nur in einem Punkte liefert /f,(x) = 0 nicht die vollständige 
Lösung von f(x) = 0; die Gewichte der Wurzeln, d. h. die Häufigkeiten, 
in denen sie auftreten, muß man aus den Indizes der Faktoren ablesen. 
Identisch ist die Lösung von /,(2) = 0 auch bei Benutzung der bekannten 
Zerlegbarkeit doch nicht mit der von f(x)=0. Eine vollständige Er- 
klärung der Lösung von f(«)—0 wird uns die gruppentheoretische Be- 
trachtung der Gleichung f,(z) = 0 also nicht geben können, wohl aber 
wertvolle Hinweise. 

Die Gleichung f,(x) = 0 hat als Wurzeln die Nullstellen von f(x) =. 
Sie ist reduzibel, hat eine intransitive Gruppe. Wenn, außer dem Zu- 
sammenfallen gewisser, zwischen den Wurzeln von f(x)=0 keine Ab- 
hängigkeit besteht, wird man annehmen dürfen, daß zwischen den Null- 
stellen von f(x) außer etwa durch die Intransitivität der Gruppe von 
fo(&) = 0 bedingten Abhängigkeiten keine weiteren bestehen; die Gruppe 
von /,(2)= 0 wird also identisch sein mit — zum mindesten wäre sie 
enthalten in — der größten Gruppe, die die bekannte Intransitivität besitzt. 
Die Gruppe von f,(x&)=0, die wir mit % bezeichnen wollen, wäre also 
die größte Gruppe, die keine Vertauschungen von Wurzeln enthält, die 
für f(x) = 0 Nullstellen verschiedenen Gewichtes sind. Diese Gruppe ist 
aber das direkte Produkt aus den symmetrischen Gruppen gleichgewichtiger 
Nullstellen von f(x) = 0. — Daß die Gruppe von f,(2) = 0 im allgemeinen 
mit dieser Gruppe identisch, nicht eine Untergruppe von ihr sein wird, 
geht daraus hervor, daß, wenn man die Teilgleichungen 


1) = 0, 9,_,(@) = 09, ,, oa) 0 
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als allgemeine Gleichungen beliebig, nur so wählt, daß alle Wurzeln 
sämtlicher Gleichungen voneinander verschieden sind, man f,(2) = (0 und 
f(x) = 0 aus ihnen zusammensetzen kann. Diese Gleichung f,(x)=0 hat 
nun die Gruppe %, das Problem ist auch nicht einfacher, als angegeben. 

Die Gruppe % ist aber, mit Bezugnahme auf unsere ursprüngliche 
Gleichung betrachtet, eine Gruppe von Vertauschungen der Nullstellen, 
keine solche von Wurzelsubstitutionen. Weil von vornherein uns jedoch 
vor allem die Koeffizienten von f(x), die symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln von f(x)=0 gegeben sind, werden wir versuchen müssen, die 
gefundene Gruppe 5 zu Gruppen von Wurzelsubstitutionen in Beziehung 
zu setzen. Wir werden, da die Gruppe 75 bei der Lösung der Gleichung 
eine Rolle spielt, zu ihr isomorphe Gruppen suchen, die den Bedingungen 
genügen, die bei 5 noch vernachlässigt sind. 

Es gibt im allgemeinen eine große Anzahl zu unserer Nullstellen- 
gruppe isomorpher Wurzelgruppen. Zunächst werden diejenigen von ihnen 
hier nicht in Betracht kommen, bei denen einer Nullstelle Wurzeln eines 
anderen Wertes entsprechen; aber auch unter den übrigen kann die Auswahl 
noch groß sein, und als unwesentlich darf, wie wir gesehen haben, ein 
Unterschied zwischen Substitutionen nicht ohne Bedenken angesehen 
werden. Eine Gruppe von Substitutionen der Wurzeln, die zu ‘5 isomorph 
ist, und die sich leicht bietet, können wir folgendermaßen herstellen: 
Wir ordnen die Wurzeln von f(2)= 0 so, daß die gleichwertigen immer 
beisammenstehen, und halten dann die Reihenfolge, welche gleichwertige 
Wurzeln in dieser Ordnung hatten, stets fest. Dann entspricht jeder 
Vertauschung gleichgewichtiger Nullstellen — und nur aus solchen 
besteht ja 75 — eine und nur eine Vertauschung der Wurzeln, wenn wir 
jeder Vertauschung von Nullstellen die gleiche Vertauschung von irgend 
welchen, mithin von allen, zu ihnen gehörigen Wurzeln zuordnen. Diese 
Gruppe von Wurzelsubstitutionen läßt sich als Abbildung von % ver- 
werten, aber es gibt gleichberechtigte; in dem Festhalten der Reihenfolge 
lag eine Willkürlichkeit. 

Sei z. B. f(x) =0 eine biquadratische Gleichung mit zwei Doppel- 
wurzeln, 2, =, und %,=%,, so besteht, wenn wir x’ als Zeichen für 
die eine, © für die andere Nullstelle benutzen, die Gruppe % aus den 


Substitutionen 
DM Dr x Er 
‚ [74 und „ ’ z 
“x OR 


Ebensogut, wie die Gruppe von Wurzelsubstitutionen 


"ei Lg X 4) R Kg Lg a 
? 
ERS ER ET, 
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läßt sich aber auch 
Lu Lg I U a El 
Kb Ey %g .)» © , I ei 

als Abbildung von % verwerten. Einstufiger Isomorphismus führt im 
allgemeinen nicht auf eine eindeutig bestimmte Gruppe von Wurzel- 
substitutionen, die wir etwa als „Gruppe der Gleichung“ ansprechen 
dürften. — Ein mehrstufiger Isomorphismus erhöht zunächst die Ordnung 
der Gruppe, also auch den Grad der Resolventengleichung; doch ist diese 
Komplikation nur scheinbar, da sich zeigen wird, daß es nicht nötig ist, 


diese Gruppe bis auf die Einheit aufzulösen. Zu dieser Gruppe werden 
wir aber auf einem anderen Wege mit mehr Sicherheit gelangen. 


8 3. 

Wir wollen nun die Substitutionen der Wurzeln von f(x) = 0 selbst 
untersuchen. Zu diesem Zwecke ordnen wir die n Wurzeln &,,%,,:'-,%, 
zunächst nach dem Gewicht, so daß zuerst die einfachen, hinter ihnen 
die doppelten, zuletzt die Wurzeln höchsten Gewichtes, des Gewichtes v 
kommen. Ihre Anzahlen bezeichnen wir beziehungsweise mit «,2ß,---,ve. 
Die gleichgewichtigen Wurzeln ordnen wir nun so, daß die gleichwertigen 
zusammenstehen, also nach den Nullstellen, zu denen sie gehören, und 
für die gleichwertigen Wurzeln wählen wir eine bestimmte Reihenfolge. 
Dann bezeichnen wir die Wurzeln mit drei Indizes, von denen der erste 
das Gewicht, der zweite die Nummer der Nullstelle unter den gleich- 
gewichtigen, der dritte die Nummer der Wurzel unter den gleichwertigen 
angibt. Wir ordnen also die (e +2 +---+ve)= n Wurzeln in 
eine Reihe: 


%ı11, Kıaı» Fısıy'"' Wıaır Parı» Paıa» Fagıy "Wann, Varıy' "dir" der 
Dies hat weiter keinen Zweck als den einer bequemen Bezeichnung der 
Wurzeln, sagt nichts neues über sie aus. 

Nun wissen wir, daß die Substitutionen, die eine Funktion der 
Wurzeln dem Wert nach erlaubt, wenn nicht alle Wurzeln einfache sind, 
keine Gruppe zu bilden brauchen. Es gibt aber gewisse Funktionen, die 
stets eine Gruppe besitzen, z. B. die symmetrischen; denn alle Sub- 
stitutionen von n Elementen bilden stets eine Gruppe, und eine Sub- 
stitution, die eine Funktion formal nicht ändert, ändert auch ihren Wert 
nicht. Eine Gruppe, die in unsere Betrachtung wird eingehen müssen, 
ist also die symmetrische Gruppe der » Wurzeln, wir wollen sie mit A 
bezeichnen; sie ist aber auch durch ihre Ordnung schon vollkommen 
gekennzeichnet. Der Wert jeder symmetrischen Funktion der Wurzeln 
ist uns mit den Koeffizienten der Gleichung bekannt. 

3*F 
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Neben den symmetrischen Funktionen sind in der gewöhnlichen 
Theorie vor allem die Funktionen wichtig, die außer der identischen 
keine Substitution erlauben. Zu dieser Klasse gehört z. B. — nur ein- 
fache Wurzeln vorausgesetzt — die Funktion 


Po + Pı%ı + Peg +40, 


in der die 9 unbestimmte Parameter sind. Beliebige Beziehungen zwischen 
den Wurzeln ändern die Gruppe nicht, solange nur keine Wurzeln zu- 
sammenfallen. Tritt dieses ein, so wird eine Vertauschung gleichwertiger 
Wurzeln den Wert der Funktion nicht ändern; die Funktion 


par > P;rı Kirı 


ikl 
wird bei Einsetzen von %,;,, für &,,, dem Wert nach ungeändert bleiben. 
Dies gilt aber nicht nur von der angegebenen, es gilt von jeder Funktion 
der Wurzeln schlechthin. Es gibt gewisse Substitutionen, nämlich die 
Vertauschungen gleichwertiger Wurzeln, die den Wert keiner einzigen 
Funktion ändern. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe; denn, seien 
S, und 5, solche Substitutionen, so wird durch $8, die Wurzel «,,, in 
eine gleichwertige, also eine mit gleichem ersten und zweiten Index 
%;;, übergeführt; $, führt aber &,,, M &%u, also 8,5, die Wurzel %,,, 
IN %;; über, auch $,S, vertauscht nur gleichwertige Wurzeln. Die 
Gruppe aller Vertauschungen gleichwertiger Wurzeln bezeichnen wir mit 9. 

Die oben angegebene Funktion 


Pt Spaten 


ikl 

mit unbestimmten p erlaubt ohne den Wert zu ändern die sämtlichen 
Vertauschungen gleicher Wurzeln und nur sie, die Funktion hat die 
Gruppe g, welche Beziehungen auch zwischen den Wurzeln außerdem be- 
stehen mögen, solange nur kein- weiteres Zusammenfallen eintritt. Denn, 
ist 7 eine Substitution, die nicht nur gleichwertige Wurzeln vertauscht, 
etwa %,,, IN &%,j„ überführt, wo nicht gleichzeitig i=i', k=k', so ist nach 
Anwendung der Substitution &,,„ Koeffizient von 9,,,. In der Differenz 
der ursprünglichen Funktion und der Funktion nach Anwendung der 
Substitution könnte also der Koeffizient von 9,,, nicht verschwinden, 
mithin, da 9,,, eine unbestimmte Größe ist, die Differenz nicht Null 
werden. 

Die „Zusammenfallgruppe“ g wird naturgemäß bei unseren Unter- 
suchungen eine Rolle zu spielen haben; es ist also wohl gerechtfertigt, 
wenn wir auf die Funktionen ein Augenmerk richten, die gegen g auch 
formal synımetrisch sind. Solche Funktionen können wir uns etwa durch 
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Multiplikation aller Funktionen herstellen, die aus der oben angegebenen, 
formal nur gegen die Identität symmetrischen, Funktion durch alle Sub- 
stitutionen aus g entstehen. Bequemer erhalten wir eine derartige Funktion, 
wenn wir die 9,,, mit gleichem ersten und zweiten Index alle durch einen 
einzigen Parameter »,, ersetzen, also die Funktion 
= > Pir Fir 
ckl 

bilden. Diese Funktion hat formal die Gruppe g, sie hat sie auch dem 
Werte nach, selbst wenn zwischen den Wurzeln weitere Beziehungen be- 
stehen, Zusammenfallen natürlich ausgeschlossen. Denn ist 7’ eine nicht 
in g enthaltene Substitution, führt sie etwa ,,, in ein anderswertiges 
&yyy über, so muß sie auch diese Wurzel durch eine andere ersetzen, 
diese wieder durch eine andere, und so fort, bis der Zyklus geschlossen 
ist. Von den so verbundenen Wurzeln werden gewisse in ihrem reellen, 
sonst wenigstens in ihrem imaginären Bestandteil kleiner sein als alle 
anderen. Wurzeln dieses Wertes kommen entweder nur in diesem Zyklus 
vor, oder auch in einem anderen; dann suchen wir in dem neuen Zyklus 
die kleinsten Wurzeln, und so fort, bis wir zu Wurzeln kommen, die 
durch 7’ nie durch eine kleinere, aber sicher auch nicht nur durch gleiche 
ersetzt werden. Der Koeffizient des zugehörigen p,, wächst also durch 
die Anwendung von 7 notwendig, die p,, sind voneinander unabhängig, 
also kann gT nicht gleich sein. 

Es gibt hiernach stets Funktionen, die formal und dem Werte nach 
die Gruppe g haben. Dabei ist nicht notwendig, daß die p unbestimmte 
Größen bleiben; mit Benutzung eines bekannten Hilbertschen Satzes”) 
läßt sich vielmehr nachweisen, daß sie auf unbegrenzt viele Arten fest 
gewählt werden können, ohne daß die Zahl der erlaubten Substitutionen 
sich änderte; dagegen gestattet die formale Symmetrie allein — auch 
wenn weitere Abhängigkeiten nicht bestehen — noch keinen Schluß auf 
die Wertgruppe; so erlaubt z. B. die Funktion 


& + 2% +32, +08, 
formal nur die identische Substitution der vier Wurzeln, dem Wert nach 
aber, wenn &% =4,, %, = x,, außer den Substitutionen von 


sa [ & Kg Kg N © %g X a (& %g Kg i) Bi %g Kg ei 
a nn u: ad ul Nr 0 
unter anderen noch die Substitution | 
% Lg I I 
® % % ) 


*), J. f. Math. 110, pag. 104. 
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Die formale Symmetrie führt stets die Wertgleichheit der Sub- 
stitutionsresultate nach sich; diese ist aber für viele Fragen die wichtigere. 
Doch hat die formale Symmetrie eine wichtige Eigenschaft vor der Wert- 
gleichheit voraus, nämlich die, daß sie durch Substitutionen wohl trans- 
formiert, aber nicht aufgehoben werden kann. Bei der Wertgleichheit 
ist das etwas anderes, so erlaubt die aus der oben angegebenen durch die 


Substitution 
® Lg Lg “) 


32%, +20, +1%X, + 0a, 


entstehende Funktion 


ohne Wertänderung nur noch die Substitutionen von g, keine weiteren, 
wenn außer der Gleichheit von z,, &, einerseits und &,, x, andrerseits 
keine Beziehung zwischen den Wurzeln bekannt ist. 

Diese Eigenschaften werden aber dann wichtig, wenn wir die anderen 
Formen und Werte betrachten, die eine Funktion durch Substitutionen 
annehmen kann. Für allgemeine Gleichungen mit nur einfachen Wurzeln 
gilt der Satz, daß die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine 
Funktion durch die Substitutionen etwa der symmetrischen Gruppe an- 
nimmt, dem Quotienten gleich ist, den man erhält bei Division der 
Ordnung der symmetrischen Gruppe durch die Anzahl der Substitutionen, 
die den Wert der Funktion nicht ändern. Dieser Satz ist im Falle mehr- 
facher Wurzeln noch richtig für die symmetrischen Funktionen, er gilt 
ebenso auch für die Funktion 


Pot Dad 


kl 


die formal gar keine Symmetrie besitzt; denn das Resultat einer Ver- 
tauschung der Wurzeln läßt sich hier auch auffassen als Resultat einer 
Vertauschung der p,,,. PNolange diese aber unbestimmte Größen sind, 
wird durch eine solche Substitution der Charakter der Funktion nicht 
geändert, sie hat auch nachher formal keine Symmetrie und gestattet 
ohne Wertänderung die Substitutionen der Gruppe 9 und nur sie Der 
Satz über die Anzahl der Werte ist noch richtig; doch zeigt sich, was 
die Natur der erlaubten Substitutionen anbetrifft, hier schon ein wichtiger 
Unterschied gegen das Verhalten von Funktionen ungleicher Wurzeln. 
Dort erlaubt eine Funktion einer Gruppe g’ nach Anwendung einer Sub- 
stitution 7 die Substitutionen der transformierten Gruppe 7-!g’7T und 
nur sie; diese transformierte Gruppe ist aber im allgemeinen nicht mit 
g identisch, sondern nur dann, wenn 7 mit g’ vertauschbar ist, für jedes 
T einer g’ enthaltenden Gruppe nur dann, wenn g in der höheren Gruppe 
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ausgezeichnet enthalten ist. Dies trifft aber für g im Verhältnis zu W 
nur dann zu, wenn entweder g=1, nur einfache Wurzeln existieren, 
oder wenn g=N, alle Wurzeln gleich sind; denn in jedem anderen Falle 
ist 9 intransitiv, besitzt also von ihr verschiedene Konjugierte. Die Eigen- 
schaft, daß die transformierte Gruppe die der permutierten Funktion wird, 
ist jedoch auch bei mehrfachen Wurzeln noch richtig, wenn man nur 
die formale Symmetrie betrachtet. Formale Symmetrie bedingt aber stets 
Wertgleichheit, eventuell auch außerhalb von g. Daß dies hier nicht 
gestört hat, lag daran, daß die formale Gruppe der betrachteten Funktion 
nur aus der Identität bestand, in A ausgezeichnet enthalten war. 
Ein anderes Verhalten zeigt hierin schon die Funktion 


9y=EMr BERN 
ikl 

die gegen Q auch formal symmetrisch ist. Führt eine Substitution 7’ die 
Funktion p in pT über, so geschieht dies auch durch alle anderen Sub- 
stitutionen 87T, wo S eine beliebige Substitution aus g bedeutet; denn 
pS ist nicht nur gleich, sondern identisch mit @. Die permutierte Funk- 
tion gT erlaubt also, ohne die Form zu ändern, alle Substitutionen der 
transformierten Gruppe 7-!97, und formal auch nur sie, d as gU=g9T 
folgen würde gUT-!=p, d.h. es müßte UT! in g enthalten, U=ST 
sein. @7 ändert durch 7187 die Form nicht, den Wert noch weniger. 
Andererseits erlaubt aber jede Funktion überhaupt alle Substitutionen 
der Gruppe g, ohne den Wert zu ändern, @7 gestattet dem Werte nach 
alle Substitutionen der Form 71875’, wo 5 und 5’ in g enthalten 
sind. Diese Substitutionen bilden einen’ Komplex 7’-!gTg, der im all- 
gemeinen keine Gruppe mehr ist, jedenfalls, wenn 7'197 +9, mehr 
Substitutionen enthält, als g selbst. p wird durch 7 in eine Funktion 
übergeführt, die mehr Substitutionen erlaubt, als p selbst, außer etwa, 
wenn 7-!1g7=g, T mit g vertauschbar ist. Diese mit g vertauschbaren 
Operationen 7’ nehmen also eine Ausnahmestellung ein. Es ist bekannt, 
daß die Gesamtheit der mit einer Gruppe vertauschbaren Operationen 
eine Gruppe bildet, die die gegebene Gruppe ausgezeichnet enthält. Die 
Substitutionen 7, welche g in sich selbst transformieren, bilden eine 
Gruppe ®, die größte Untergruppe von WV, die g ausgezeichnet enthält. 
Diese Gruppe © werden wir zunächst genauer untersuchen müssen. 


S 4. 
Die betrachteten Gruppen haben gewisse einfache Eigenschaften ge- 
mein, die wir für © allerdings erst weiter unten nachweisen werden. Es 
ist möglich all diese Gruppen einzig durch Klammern zu bezeichnen, die 
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Wurzeln oder ebensolche Klammern einschließen; innerhalb der Klammern 
soll dabei jede, außerhalb keine Vertauschung erlaubt sein. Was gemeint 
ist, wird sich an einem Beispiel am leichtesten zeigen lassen. 

Es sei f(x&)=0 eine Gleichung zehnten Grades mit drei einfachen, 
zwei doppelten und einer dreifachen Wurzel, die wir mit 


EN A I a en 
bezeichnen. Dann läßt sich die symmetrische Gruppe schreiben als 
AU [R,, g, %, %y, Rp, %g, %r, %g, %y, %ol- 
Ihre Ordnung ist 10!. 


Die Zusammenfallgruppe enthält alle Vertauschungen gleichwertiger 
Wurzeln, keine weiteren; sie läßt sich bezeichnen durch 


g = (&) (5) (85) (Ru, %5) (Le, 8) (%er Io, %uo)- 


Ihre Ordnung schreibt sich, unter Wahrung der Klammern, als 


(112% (501% 

Die größte g ausgezeichnet enthaltende Untergruppe von X erlaubt — 
wie unten gezeigt werden soll — noch alle imprimitiven Vertauschungen 
gleichgewichtiger Wurzeln mit den Systemen gleichwertiger Wurzeln als 
Systemen der Imprimitivität, keine anderen Substitutionen. Sie schreibt 
sich hiernach als 


= (2), (4), (&)} (4 %), Ber &)) I As) 2, %o)}- 


Ihre Ordnung ist Rn 
LH ODE TEIL 


Hierbei sind gewisse Einrahmungen eigentlich überflüssig; für &,, z,, &; 
sind ebenso alle Vertauschungen erlaubt, wie für &;, &,, &,0;5 die Klammern 
sollen dann die Auffassung andeuten, die der Vertauschungen von &, , %,, %; 
als imprimitiver Substitutionen mit aus je einer einzigen Wurzel bestehen- 
den Systemen der Imprimitivität, und die der Vertauschungen von &,, 9, &9 
als imprimitiver Substitutionen mit dem ganzen Wurzelsystem als einzigem 
System der Imprimitivität. 

Wir wollen zum Vergleich die früher erwähnte intransitive Nullstellen- 
gruppe darunterschreiben. Der Akzent soll bezeichnen, daß wir es mit 
Nullstellen zu tun haben; die Indizes sind die der zugehörigen Wurzeln. 
Dann schreibt sich die Gruppe 

3 = 91, @2, 23) (Xa5, Bor} (s910}, 
mit der Ordnung 

| 312311: 

Gewissermaßen besteht 5% aus den äußeren, g aus den inneren Klam- 
mern von ©. 
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Auch die geeignet geschriebenen Ordnungen reichen schon zur 
Charakterisierung der Gruppen aus; so wird, wenn f(x)=0 « einfache, 
ß doppelte, -- -, & Nullstellen vom Gewicht v hat, die Gruppe 


A dureh ihre Ordnung [e +2ß +39 +: +vell, 


g durch (1De a? BY? --- (vd, 

& durch [(1hral) (2YFB!}---I(vrel} 
und 

Ay durch at Bl yl---e 


eindeutig bezeichnet. 

Wir haben zur Schreibung von © Eigenschaften benutzt, von denen 
wir erst noch beweisen müssen, daß die Gruppe sie besitzt. Es besteht 
der Satz: 

&, die größte Untergruppe der symmetrischen Gruppe W, die die 
Zusammenfallgruppe g ausgezeichnet enthält, ist die Gruppe aller Sub- 
stitutionen, die übrig bleiben, wenn man alle Vertauschungen von Wurzeln 
verschiedenen Gewichtes verbietet, und von Vertauschungen gleichge- 
wichtiger Wurzeln nur imprimitive erlaubt mit den Systemen gleichwertiger 
Wurzeln als Systemen der Imprimitivität. 

Zum Beweise nehmen wir an, es sei $) die beschriebene Substitu- 
tionengruppe, und zeigen ihre Identität mit © Wir bezeichnen, wie 
schon früher, die Wurzeln durch dreifache Indizes als z,,,; dann lassen 
die Substitutionen von g die ersten beiden Indizes stets ungeändert, ge- 
statten aber dem letzten alle Vertauschungen, unabhängig für jede Null- 
stelle x,,. 5 ändert den ersten Index auch nicht, erlaubt bei festem i 
dem zweiten Index % alle Vertauschungen und bei so aus ?k erhaltenem 
ik‘ alle Vertauschungen von I; % ist aber eindeutig aus ? und k bestimmt, 
das gleiche für jedes zugehörige |. 

Diese Gruppe 9 enthält zunächst alle Substitutionen von g, wir 
brauchen nur k=# zu nehmen. Wir müssen zeigen, daß g in 9 aus- 
gezeichnet enthalten ist. Zunächst lassen sich, wegen der vorhandenen 
Imprimitivität, die Substitutionen von 9, ebenso die von g, als Produkte 
von Substitionen, die keine gemeinsamen Elemente enthalten, derart dar- 
stellen, daß nur Wurzeln mit gleichem ersten Index in einem solchen 
Faktor auftreten und kein anderer Faktor eine Wurzel mit gleichem © 
enthält. Ist 7 eine beliebige Substitution aus 9, so schreibt,es sich, 
zerlegt nach dem ersten Index, als 


deze Tee. 1. 
Analog schreibt sich eine Substitution S aus g als 
S=s%:'.-ß,, 


wo übrigens $, stets die Identität ist. Die hingeschriebenen Faktoren 
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von 7 sind, weil sie keine Elemente gemein haben, miteinander vertausch- 
bar, ebenso die von 5, auch solche von 7 und von $, die verschiedenes 
besitzen; es ist also die transformierte Substitution 


T-1ST = TAT, - TI!ST,---T8,T = S Ser e 


Wenn nun S’ nicht in g enthalten wäre, dürften es auch die $/ nicht 
alle sein; es müßte eines der S,, die selbst alle in g vorkommen, etwa 
S, durch 7, in eine nicht in g enthaltene Substitution transformiert 
worden sein. Nun ist 7, selbst eine Substitution aus 9; diese Gruppe 
enthält aber alle Vertauschungen der % für «=», also auch alle Trans- 
positionen der k, 7, läßt sich aus Substitutionen zusammensetzen, die 
dieselbe Form haben, wie 


T (5 RR rue a 
leere 


Var Lug hg Du 


Da 9 aber für bestimmtes «%k alle Vertauschungen von / enthält, sind 
auch diese Substitutionen alle in 9 enthalten, aus ihnen läßt sich 7, zu- 
sammensetzen. Wenn keine derartige Substitution die Vertauschung $, 
in eine nicht in g enthaltene Substitution transformiert, enthält 9 die 
Gruppe g ausgezeichnet. Nun ist 


Ss 3% Be %,12 31, Liv 91 sr; %,2» % ,31 er ) 
ER B) 


LT! La! 3 Liyl Vgl ss Tg, K,gj u: 
und es wird 


L,21 L,g2' Gi L,Qy L,11r 2 L1yr L,31 Dan ‘ 
ö ’ 
III 


’ VEERAR 7 LESFEARR. Z 
L,gı! T,ggl L,gyl LK yyı LT, %,31 


TrisS,L,ıs ( 


dies ist aber eine Substitution, die die ersten beiden Indizes nicht ändert, 
eine Substitution aus Q. 

Andererseits transformiert aber jede nicht in $ enthaltene Substitution U 
die Gruppe g in eine andere. U könnte erstens Wurzeln verschiedenen 
(ewichtes miteinander vertauschen; dann ersetzte es mindestens einmal 
eine Wurzel x,,, durch eine Wurzel x,,, geringeren Gewichtes, wo also 
© <i. Nun enthält g den :gliedrigen Zyklus der © zur Nullstelle &,, 
gehörigen Wurzeln 
I— (dp Gars" Or Uni) 


° 


Dr Eur) Key «o® 
transformiert, so wird er zu einem ebenfalls : gliedrigen Zyklus 


DFAST RE EERRE 


Wird dieser durch 
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Dieser kann nur dann in g enthalten sein, wenn alle in ihm vorkommen- 
den Wurzeln gleichen Wert besitzen; es gibt aber nur U <is zu Ayyy 
gleiche Wurzeln, der Zyklus enthält notwendig auch andere; Transforma- 
tion mit U ändert g jedenfalls, wenn U nicht mindestens die gleiche 
Intransitivität besitzt wie 9. 

Es wäre nur noch möglich, daß U für ein bestimmtes i, etwa v, 
betrachtet nicht in der Weise imprimitiv wäre, wie eine Substitution aus 
H es sein muß; d. h. es würde der zweite Index nicht eindeutig von den 
beiden ersten abhängen, U ähnlich sein einer Substitution 


Se Li % 19 ae 


; L,al’ L,p2 Be 


) mit a=#b. 


In g kommt aber die Transposition (&,;; &%,ı;) vor; diese würde durch 
U in (&, 1 2,52), eine Vertauschung ungleicher Elemente, transformiert. 
Also sind alle mit g vertauschbaren Substitutionen in 9 enthalten; es ist 
&=-%9. © hat die angegebene Konstitution. 


SED: 

Wir waren zur Untersuchung der Gruppe © durch die Überlegung 
gekommen, daß es, wenn eine Funktion wie 
PR + I Pr Ban 

ikl 
formal und dem Werte nach die Gruppe g besitzt, nur bei Substitutionen 
T aus & möglich ist, daß 97 nicht mehr Substitutionen erlaubt als 9 
selbst, daß auch 97 die Gruppe g besitzt. Ist aber 7’ in © enthalten, 
so folgt auch die Gruppeneigenschaft mit Notwendigkeit; 97 erlaubt alle 
Substitutionen von g formal und dem Werte nach, auch läßt sich zeigen, 
daß es bei jeder nicht in g enthaltenen Substitution den Wert ändert. 


Die Substitution 
T-( Kia rare, tlg =) 
Tokzlip Vin dn IR Vorl " 
aus © führt p ın 
gl=m+ = Pır Fir, 


ikl 


über. p;,, tritt dabei auf multipliziert mit 


ch;l;; ik;l? 
ı ı 


diese Summe trat in p auf multipliziert mit 9,,, das Resultat von 7’ ist 
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also, abgesehen von Vertauschungen der gleichwertigen Wurzeln innerhalb 
der über ! genommenen Summen, das gleiche, wie eine Substitution der 
P;, €8 hervorgerufen haben könnte; es läßt sich auch schreiben 


gT=m+ Ds Lk: 
ükl 
‘Dies ist aber eine Funktion vom gleichen Charakter, wie p selbst; 7 
hat formal und dem Werte nach die Gruppe 9. 

Innerhalb von ©, d. h. solange wir nur Substitutionen aus © ge- 
statten, hat also nicht nur selbst eine Gruppe, sondern auch jede kon- 
jugierte Funktion; und zwar hat eine solche die Gruppe, welche sie auch 
nach der üblichen Theorie haben müßte, die Transformierte, die hier mit 
der Ausgangsgruppe identisch ist; es ist also auch die Anzahl der Werte, 
die gg in & annimmt, gleich dem Quotienten der Ordnungen von © und Q. 
Nun besitzt © eine Eigentümlichkeit, die sonst bei der Anwendung der 
Gruppentheorie auf die Algebra von großer Wichtigkeit ist, sie ist eine 
zusammengesetzte Gruppe, enthält eine von der Identität verschiedene 
ausgezeichnete Untergruppe 9. Es gibt also Gruppen, die, wenn x die 
Ordnung von g, zo die von © ist, zu & x-stufig isomorph sind, Gruppen 
der Ordnung o, deren Einheitsoperator in © die Gruppe g entspricht. 
Abstrakt aufgefaßt gibt es eine Faktorgruppe 


Ze 


g 
der Ordnung o. 


Die Bezeichnung %, die gleiche, die wir früher für die Nullstellen- 
gruppe anwandten, müssen wir rechtfertigen. Die Faktorgruppe rn ist - 


zunächst eigentlich keine Substitutionengruppe, wenigstens keine von 
Wurzeln oder Nullstellen; sie läßt sich aus © dadurch ableiten, dab 
man — innerhalb ©, außerhalb würde es zu Widersprüchen führen — 
die Permutationen der Wurzeln, die durch Substitutionen aus g ineinander 
übergehen, als nur unwesentlich verschieden betrachtet, Vertauschungen 
des letzten Index nicht beachtet. Dann bleiben aber als wesentlich, da 
der erste Index fest ist, nur die Substitutionen der %k, für jedes © besonders; 
sie kommen alle in & vor. Jedes Indexpaar ik bestimmt aber eine Null- 
stelle. Die als allein wesentlich betrachteten Substitutionen der Index- 
paare ik aus © sind dieselben, aus denen die Nullstellengruppe 75 besteht, 
die sämtlichen Vertauschungen gleichgewichtiger Nullstellen. So erklärt 
sich auch, daß unsere Darstellung von © für die Gleichung zehnten 
Grades sich gewissermaßen aus denen für g und 75 zusammensetzen ließ. 

Wir sind, von den Substitutionen der Wurzeln ausgehend, wieder auf 
die Gruppe 75 gestoßen, die, wie wir wissen, im wesentlichen zur alge- 
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braischen Lösung unseres Problems hinreicht; wir können für. den weiteren 
Gang der Untersuchung mit ziemlicher Sicherheit hier schon die Ziele 
angeben. Funktionen, die zu ausgezeichneten Untergruppen gehören, 
können in der gewöbnlichen Theorie durch Gleichungen erhalten werden, 
als deren Gruppen die Faktorgruppen auftreten. Funktionen, die weniger 
Substitutionen erlaubten, als etwa @, gibt es nicht; die Funktionen der 
Gruppe g werden in gewisser Weise dieselbe Rolle spielen, wie die der 
Galoisschen Gattung jn der Theorie der Gleichungen mit nur einfachen 
Wurzeln; durch sie und die Koeffizienten der Gleichung werden sich alle 
Funktionen der Wurzeln rational darstellen lassen. Andererseits wissen 
wir, daß die algebraische Lösung unseres Problems mit Hilfe der Gruppe 3 
erreicht werden kann. In der gewöhlichen Theorie sind die Funktionen 
der Gruppe der Gleichung rational bekannt. Der Identität entspricht aber 
hier die Gruppe g, der Gruppe % die isomorphe &©. Es ist zu vermuten, 
daß die Funktionen, die alle Substitutionen aus © erlauben, mit den Glei- 
chungkoeffizienten rational bekannt sein werden. 

Diese Behauptung läßt sich beweisen, dadurch daß man die Wurzeln 
auf die Nullstellen zusammenzieht; wir werden einen Weg vorziehen, den 
wir substitutionentheoretisch begleiten können. 


8 6. 


Wir wollen zu diesem Zwecke das Verhalten unserer Funktion 


vzm + Do Tkı 
ikl 
außerhalb der Gruppe © untersuchen. 
Ist U eine nicht in © enthaltene Substitution aus W, so bleibt g U 
dem Wert nach ungeändert bei allen Substitutionen des Komplexes 
U-!gUg, 
und auch nur bei ihnen, wenn zwischen den Wurzeln außer dem Zusam- 
menfallen keine Beziehungen bestehen. Ist dies nicht der Fall, so läßt 
sich für unsere Funktion @, wenigstens wenn eine lineare Gleichung 
zwischen verschiedenen Wurzeln besteht, dies nieht mehr mit Sicherheit 
behaupten; doch könnten wir uns auch dann in dem Produkt über alle aus 


Pr Di Vrı 
ikl 
durch die Substitutionen von g entstehenden Funktionen eine geeignete 


Funktion herstellen, die dem Wert nach und formal die Gruppe g besitzt, 
und die nur durch die Substitutionen aus gUg in denselben Wert übergeht 
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wie durch U. Für den Zweck, den wir verfolgen, wird sich aber als 
unnötig erweisen, daß wir alle Substitutionen, die den Wert von gÜU 
nicht ändern, vorher angeben; es ist hinreichend zu wissen, daß die An- 
zahl dieser Substitutionen größer als x, die Ordnung von g ist, und daß 
mit einer Substitution W auch alle anderen der Form WS, wo $ in g, 
den Wert von gU ungeändert lassen. 

Wir können für eine Funktion p hiernach die Substitutionen von A 
in eine Tabelle ordnen so, daß die erste Zeile von den Substitutionen 
aus g, die ersten g Zeilen von denen aus Ö eingenommen werden, und daß 
jedesmal die durch rechtseitige Multiplikation mit g aus einer einzelnen ent- 
standenen Substitutionen eine Zeile bilden. Die Tabelle hat folgende Form: 


1 5, D, 770: Sr ) g 

T, T, 8, SSH ES 1,9 

T, T,S, Tu Ds u Tor Tg \@ 
ip Ihr; 8, TS; .. nor : T,g 
U Dr ARE Uri, ; U,+19 
er: 2 8, U,o 93 Fr Üge Dr ; L,, 08 


Die Substitutionen einer solchen Zeile führen in Funktionen gleichen 
Wertes über, in Funktionen gleicher Form dann und nur dann, wenn die 
Zeile eine der go ersten ist. In diesem Falle geht p auch nur durch die 
Substitutionen der Zeile in 97 über, im anderen führen mehrere Zeilen 
in den gleichen Wert g U über. Diese letzteren Zeilen gehören alle zu 
den unteren. Nun geht formal p stets durch genau x Substitutionen in 
eine bestimmte andere Funktion über; geht also p durch « der unteren 
Zeilen in den gleichen Wert über, so geht es durch diese a Zeilen in 
a Formen über. Da statt U aber jede beliebige Substitution der Zeile, 
US, durch Multiplikation mit g die Zeile erzeugt, ist es möglich, die 
ersten Substitutionen der a Zeilen so zu wählen, daß sie p alle in ver- 
schiedene Formen überführen; bei den 7 ist dies von selbst der Fall. 
Wählen wir also die erste Spalte der Tabelle so, daß sie die angegebene 
Eigenschaft hat, so liefert die erste Spalte allein schon alle Formen, die 
p annehmen kann, natürlich also auch alle Werte, die den unteren Zeilen 
entsprechenden mehrfach. 

Im folgenden soll W eine Substitution aus WA, 7, U, V solche der 
ersten Spalte, 7’ eine zugleich in © enthaltene, U eine nicht in © ent- 
haltene, V eine beliebige bedeuten, 5 eine Substitution aus g. Dann ist 
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ogTS=9T-+gyVS, wenn V-+T; 
oSUS’=g@U, gÜ=g@U’ mindestens für ein U’+U; 
oV/ 29V’, wenn V+V”. 


Der Zweck dieser Untersuchungen ist, wie angedeutet, der, nach- 
zuweisen, daß die Funktionen, die alle Substitutionen aus © gestatten, 
von den Gleichungskoeffizienten rational abhängen. Für derartige Beweise 
hat Lagrange*) ein allgemeines Verfahren angegeben, welches aber die 
Bildung einer Hilfsfunktion mit bestimmten Eigenschaften voraussetzt. 
Das Wesentliche in Lagranges Methode ist folgendes: Man multipliziert 
die darzustellende Funktion mit einem Faktor, der nur bei Substitutionen, 
die auch die darzustellende Funktion nicht ändern, ungeändert bleibt, und 
der, wenn er infolge einer Substitution sich überhaupt ändert, stets zu 
Null wird. Dann wendet man auf dieses Produkt alle überhaupt erlaubten 
Substitutionen an und addiert die Resultate. Die Summe ist einerseits 
eine gegen alle erlaubten Substitutionen symmetrische Größe, andererseits 
bis auf eine Konstante das Produkt aus der darzustellenden und der Hilfs- 
funktion. 

In unserem Falle handelt es sich um Funktionen der Gruppe ® — 
es gibt solche, eine ist z. B. das Produkt aller durch die Substitutionen 


von © aus 
Pot PS une: r 
ikl 
entstehenden Funktionen. Gesucht ist eine Hilfsfunktion, die, ohne selbst: 
Null zu sein, durch Substitutionen, die sie ändern, stets zu Null wird, 
und die sich durch nicht in © enthaltene Substitutionen stets ändert. 


Zur Herstellung einer derartigen Funktion bilden wir zunächst den 

Ausdruck 
H= | |(PV- PP), 

wo das Produkt über alle Paare von Substitutionen der ersten Spalte 
unserer Tabelle gebildet wird, V etwa stets in der höheren Zeile steht 
als V’. Diese Funktion ist formal von Null verschieden, weil pV nicht 
mit @V’ identisch sein kann, ohne daß Y mit V’ zusammenfiele.e Dem 
Wert nach ist sie aber gleich Null, da Gleichungen wie gU=9U’ be- 
stehen. H ändert sich auch formal durch keine Substitution W aus 4; 
denn aus 9/’W=9V’W würde stets folgen 9 V/=gV’. Es sind also- 
die Faktoren (gV/—„V’) W formal voneinander ebenso verschieden, wie 
die 9V — gpV’ selbst. Da das Produkt aber über die Quadrate der Dif- 





*) Sur la resolution algebrique des Eequations $ 100. Oeuvres completes, Tome III, 
pag. 376. 
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ferenzen aller formal verschiedenen g9W’ genommen ist, muß HW aus 
denselben Faktoren bestehen, wie H selbst, also mit H identisch sein. 

H hat den Wert Null, weil gewisse Faktoren ihn haben; diese ver- 
schwindenden Faktoren haben nun nie die Form g7 — pV, sondern stets 
die Form gU—gU’. Da jedes U aber mindestens einer Gleichung 
gU=gU’ genügt, kommt auch jedes p Ü mindestens einmal in einem 
verschwindenden Faktor von H vor. Nun bilden wir das Produkt sämt- 
licher dem Wert nach verschwindenden Faktoren von H: 


o-] [| $U-»v', 


wo das Produkt nur über die Kombinationen von durch die Gleichungen 
verbundenen UU’ erstreckt wird. | 

Bei Anwendung einer Substitution aus g ändert keiner der Faktoren 
den Wert, © bleibt das Produkt aller verschwindenden Differenzen aus H, 
ändert also auch seine Form nicht. Stets muß © W ein Teiler von H sein, 
da HW=H; ist also überhaupt © W nicht mehr mit © identisch, so 
enthält es, da es aus ebensoviel Faktoren (gV/’ —gpV’)* besteht wie © 
selbst, nicht mehr alle verschwindenden Differenzen, die Teiler von H 
sind. Dies tritt nun sicher ein, wenn W nicht in © enthalten ist; denn 
p wird durch solch ein W zu einem pÜ, also muß auch mindestens ein 
pU zu einem 7 werden. Da aber in © jedes gU vorkommt, muß nun 
OW eine Differenz (pT—g@V) enthalten. © W ist, wenn W nicht in ©, 
nicht mehr das Produkt aller verschwindenden Faktoren von H. — Was 
die Wirkung von Substitutionen anbetrifft, die in ©, nicht aber in g ent- 
halten sind, so lassen diese, wenn weitere Abhängigkeiten zwischen den 
Wurzeln nicht bestehen, © ungeändert; denn gW behält seinen Wert dann 
nur bei Anwendung der Substitutionen W-!1SWS’; in © vorkommende 
Differenzen haben dann also die Form gU— 98, US,, und diese kommen 
alle vor, soweit sie nicht identisch verschwinden. Eine Anwendung von 
TS, verwandelt den Faktor in 


pUTS, — 98, US,TS, =$gUTS, — 8, UIS,. 
Dieser verschwindet — als Faktor von H jedoch nicht identisch —, weil 
SUTS,= 8: UTS,:.8,'8, 


in einer der Zeilen enthalten ist, die dem Wert nach in gUTS, über- 
führen; also verschwinden alle Faktoren von O7S,, es ist  0©&=0©. Be- 
stehen dagegen Beziehungen, so muß man, um dies zu erreichen, statt @ 
eventuell eine andere Funktion derselben Gruppen wählen. Die Identität 
von O7S mit © werden wir aber für unseren Zweck gar nicht mit Not- 
wendigkeit brauchen. 


Bekanntsein der zu & gehörigen Funktionen. 24 


Wir bilden nun die Funktion 
ee AI A 
87 T’@U—gU')? 
Ihr Wert ist von Null verschieden. Eine Substitution W ändert A dann 
und nur dann, wenn sie den Nenner ändert; der Zähler ist ja symmetrisch. 
Ist aber ©W nicht mit © identisch, so enthält der Nenner nicht mehr 
alle verschwindenden Faktoren des Zählers, d.h. es wird AW=0. Dies 
tritt stets ein, wenn W nicht in © enthalten; dagegen ist AW=A=+0 
sicher wenigstens dann, wenn W in g vorkommt. 
Dieses A läßt sich als Hilfsfunktion in unserem Beweise verwerten. 
Es sei y eine beliebige Funktion der Wurzeln, die bei keiner Substitution 
aus © den Wert ändert. Dann ist 


YAJ)W=ıW:-AW=yA, 
wenn W die Hilfsfunktion A nicht ändert, da dies nur innerhalb & mög- 
lich ist; und 





YA)W=ıW.-AW=0, 
wenn W die Hilfsfunktion A ändert, was außerhalb © stets der Fall ist. 
_ Wenden wir also auf A alle Substitutionen aus WU an und summieren, 
so erhalten wir als Wert der Summe ryA, wo r eine positive ganze Zahl 
ist, im allgemeinen zo. Andererseits ist aber formal 


> (A)W=A 


eine vollkommen symmetrische Funktion, die sich mithin durch die ele- 
mentaren symmetrischen Funktionen der Wurzeln, die Koeffizienten der 
Gleichung rational ausdrücken läßt. Dasselbe gilt aber auch von der über 
alle Substitutionen aus A erstreckten 


DAW=B, 

die =rA, von Null verschieden ist. Also ist 
BEN EIR 
AEEGAEIB, 


durch die Koeffizienten der Gleichung rational dargestellt, mit nicht ver- 
schwindendem Nenner. 


SE 


Alle Funktionen, welche sämtliche Substitutionen der Gruppe © ge- 
statten, gehören nach dem vorigen Paragraphen demselben Rationalıtäts- 
bereich an wie die Koeffizienten der gegebenen Gleichung, sie sind rational 
bekannt. Unser Ziel ist die Bestimmung der Wurzeln selbst, mithin aller 
ganzen rationalen Funktionen der Wurzeln. Es wird sich zeigen, daß, 
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analog dem Verhalten bei nur einfachen Wurzeln, alle gesuchten Funk- 
tionen sich durch eine derjenigen, die die wenigsten Substitutionen ge- 
statten, mit Hilfe der Gleichungskoeffizienten rational darstellen läßt. 
Setzen wir dies für den Augenblick voraus, so ist unser nächstes Ziel 
die Aufstellung einer Gleichung, der eine Funktion mit den wenigsten 
Substitutionen, d. h. eine Funktion der Gruppe g genügt. 

Es sei dy eine solche Funktion, die ohne den Wert zu ändern nur 
die Substitutionen aus 9 gestattet. Speziell nehmen wir hier y auch 
formal symmetrisch gegen g — daß diese Spezialisierung nicht notwendig 
ist, wird sich später ergeben, Stellen wir ferner die schon früher be- 
nutzte Tabelle hier von neuem auf, jedoch nur, soweit sie aus Substitu- 
tionen von © besteht, so wissen wir, daß zu jeder Zeile ein bestimmter 
Wert gehört, den » durch alle Substitutionen dieser Zeile und nur durch 
sie annimmt. Bilden wir also unter Zuhilfenahme einer neuen Unab- 


hängigen 2 das Produkt 


Y=Y@)=|[]|e@-W7=|[e-»N, 


wo 7 jede Substitution aus der ersten Spalte in der Tabelle für © und 
jede nur einmal bedeutet, so ändert Y seinen Wert nicht durch eine be- 
liebige Substitution AR, aus ®. Denn diese vertauscht in der Tabelle die 
Zeilen nur so, daß sie alle Elemente einer Zeile durch alle Elemente 
einer zweiten ersetzt. Jeder Wert »7 kommt also unter den YTR, ein- 
mal und nur einmal vor, ebenso 2— YT unter den @-yT)R=2—-vTR; 
es wird YR,=\,/, und, weil 2 unabhängig von den & ist, gilt diese 
Identität auch für jeden Koeffizienten einer Potenz von z einzeln. Diese 
Koeffizienten der Potenzen von z in Y(z) ändern also den Wert bei 
keiner Substitution aus ®, sie sind mithin nach dem vorigen Paragraphen 
rational bekannt. | 

Y(z)=0 ist aber eine Gleichung, deren Wurzeln die aus y) durch 
die Substitutionen 7’ entstehenden Funktionen sind. Diese sind alle von- 
einander verschieden, also Y(z)= (0 eine Gleichung, deren Gruppe wir 
dadurch erhalten, daß wir nur die Vertauschungen der Zeilen beachten, 
eine Gleichung mit der Gruppe 


6) 
3-0. 


Eine derartige Gleichung, die nur dann linear ist, wenn von keinem Ge- 
wicht mehr als eine Nullstelle auftritt, müssen wir lösen; sie gibt dann 
aber auch die vollständige Lösung. 

Ist nämlich eine Wurzel % dieser Gleichung bekannt, so lassen sich 
alle Funktionen der Wurzeln x, so auch alle übrigen Wurzeln »7 der 
Hilfsgleichung, rational angeben. Die Gleichung Y(z) = 0 hat also den 
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Charakter einer Galoisschen Resolventengleichung. Zum Beweise bilden 
wir nach einem bekannten Verfahren die ganze Funktion 


Ye) 
er 





Y(z, ı) = 


Wenden wir auf diese eine beliebige Substitution 7’S aus & an, so ändert 
der Zähler den Wert gar nicht, der Nenner geht in 2— YT über; es ist 


Ye,yW)TS=W(z,vT). 


Setzen wir nun z=%, so wird Y(z,y) zu W’(y), der Ableitung von Y(z) 
nach 2 genommen an der Stelle z= %; diese wird mit % rational bekannt, 
sie ist, da y nur einmal als Wurzel von Y(z)—= 0 auftritt, von Null ver- 
schieden. Dagegen sind alle Funktionen 


Y@, 4) T8,.,„=Y@vT),-„=Y@vT) 
gleich Null, wenn TS nicht in g enthalten ist, da die im Zähler auf- 
tretende verschwindende Differenz Y — ı» im Nenner nicht steht. 
Ist nun o eine beliebige Funktion der &,,,, so bilden wir das Produkt 


WE, Y), 
wenden hierauf alle Substitutionen von © an, summieren, und setzen 
schließlich 2= %. So erhalten wir formal eine gegen © symmetrische 
Funktion Q von z, von %, deren Koeffizienten also rational bekannt sind. 
Andererseits verschwinden aber wegen des Nullwerdens von Y(y, y 7) 
alle Glieder der Summe, die durch nicht in g enthaltene Substitutionen 
aus oW(z, ı) entstehen, sobald wir z=Y setzen. Für die in g enthaltenen 
Substitutionen ändert » den Wert nicht, wir erhalten 
or); 

eine rationale Darstellung mit nicht verschwindendem Nenner. 

Wir wollen die erlangten Resultate mit den für allgemeine Glei- 
chungen mit nur einfachen Wurzeln bekannten vergleichen. An Stelle 
der symmetrischen Gruppe tritt bei uns die Gruppe © in der Eigen- 
schaft, daß alle zugehörigen Funktionen rational bekannt sind. Diese 
Reduktion der Gruppe von Y auf © ist aber allein noch nicht charakte- 
ristisch für die Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln; dieselbe Reduktion 
könnte bei gewöhnlichen Gleichungen eintreten als Folge einer Adjunktion. 
Dagegen ist charakteristisch für unsere Gleichungen das Auftreten einer 
Gruppe g, deren Substitutionen den Wert keiner Funktion ändern; diese 
Eigenschaft hat im gewöhnlichen Fall stets nur die Identität. Die Gruppe, 
von der die Lösung der Gleichung abhängt, ist eine Faktorgruppe, der 


Quotient .- % hier, = WA dort. Der Fall der Gleichungen mit nur 
r 
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einfachen Wurzeln läßt sich als Spezialfall auffassen; nehmen wir g=1, 
so wird ©, die größte g ausgezeichnet enthaltende Gruppe, ebenso wie 
die Faktorgruppe %, zur symmetrischen Grupe X. 


Bun 


Es hat sich an mehreren Stellen der Untersuchung gezeigt, daß 
Sätze, die bei nur einfachen Wurzeln für alle Substitutionen gelten, beim 
Auftreten mehrfacher Wurzeln richtig bleiben, wenn die Betrachtung auf 
Substitutionen der Gruppe © beschränkt wird. Dahin gehört in gewisser 
Weise die stets eintretende Ausdehnung des Rationalitätsbereiches der 
Gleichungskoeffizienten auf die Funktionen der Gruppe ©; dahin gehört 
ferner der Satz, daß Funktionen, die formal und dem Werte nach die 
Gruppe g besitzen, durch Substitutionen aus & in Funktionen desselben 
Charakters übergeführt werden, während sie außerhalb im allgemeinen 
nicht einmal eine Gruppe besitzen, und manches damit zusammenhängende. 
Nun ist die Tatsache, daß Funktionen gleichwertiger Argumente dem 
Wert nach im allgemeinen keine Gruppe besitzen, in mancher Hinsicht 
geradezu als die Ursache des abweichenden Verhaltens anzusehen. Es 
ergibt sich also die Frage, ob diese Störungen vielleicht allgemein aus- 
geschlossen werden können durch Beschränkung auf Substitutionen aus ©. 
In der Tat ergibt sich der Satz: 

Bestehen außer dem Zusammenfallen keine nicht dadurch bedingten 
Beziehungen zwischen den Wurzeln, so bilden die Substitutionen aus ©, 
die eine gegebene Funktion der Wurzeln ungeändert lassen, stets eine Gruppe. 

Zum Beweise wollen wir zunächst unsere alte Tabelle für & in etwas 
spezialisierter Form aufstellen. Die 7 waren aus der betreffenden Zeile 
willkürlich ausgewählt, jedes 7S oder ST tut denselben Dienst. Die 
Konstitution der Gruppe ® war nun derart, daß nur gleichgewichtige 
Wurzeln und diese nur imprimitiv vertauscht werden durften. Für eine 
beliebige Substitution aus © ergibt sich also die Form 


yuE= ( ler Wera ee das a EN) 
Krıt Gr tet Dr Ka Dog ge ee 
Nun ist aber die Substitution 
S= ( Ka Apr Dr ag a ran ) 
Dr ra) Wer rar 7 HAesrs Ks 
in g enthalten, also steht 
TS = ( erg a a ilea: 


i2i 51 ) 
Lrı ra "Van Yaı Mai Hg 
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mit 7 in einer Zeile, kann 7 in der Tabelle vertreten. Diese Substitution 
ändert den letzten Index / garnicht mehr, nur noch den zweiten, {4 ist 
aus ?k eindeutig bestimmt. Da es in jeder Zeile eine und, weil 8 
durch 7 eindeutig bestimmt ist, auch nur eine solche Substitution gibt, 
empfiehlt es sich, die erste Spalte der Tabelle aus ihnen zu bilden. 
Künftig soll also 7 stets eine Substitution aus © bedeuten, die nur die 
zweiten Indizes ändert. Die 7 bilden dann selbst eine Gruppe, da 7,7, 
den letzten Index ungeändert läßt und in ©, also in der ersten Spalte 
der Tabelle vorkommt. Diese Gruppe der 7 ist zu © r-stufig, zu 5 
einstufig isomorph, sie ist unter den Gruppen von Wurzelsubstitutionen 
die sich am leichtesten bietende Abbildung der Nullstellengruppe %. 

Nachdem wir die Substitutionen von © so geordnet haben, wollen 
wir eine neue Operation einführen, die gewissermaßen den Sinn hat, daß 
sie die Wurzeln auf die Nullstellen zusammenzieht. Die Anwendung der 
Operation Z auf eine Funktion xy soll bedeuten, daß in xy der letzte 
Index der Wurzeln x,,, stets durch 1 ersetzt wird. Der Wert der 
Funktion ändert sich dadurch nicht; denn «,,,, das für %,,, eingesetzt 
wurde, ist diesem gleich. Z ist keine Substitution, aber es hat die 
Eigenschaft, mit den Substitutionen 7 in der Anwendung auf eine 
Funktion vertauschbar zu sein, es ist 


«TZ=yxZT, femer SZ =yZ=y=ı4S=yZ8. 


Nun betrachten wir die Substitutionen aus ©, die y dem Wert 
nach ungeändert lassen. Da mit y7 auch x7'S gleich x ist, bilden diese 
Substitutionen eine Anzahl Zeilen, die sie ganz füllen. Es sei nun 

DES HT or. 
Da 

ıTSZ=yTZ=yZT=,ıTS, 

ist dann 

HZ = 1 ZI 17. 
Nun ist yZ eine Funktion von lauter verschiedenen Größen %,,,; gestattet 
sie also ohne Wertänderung zwei den ersten Index nicht beeinflussende 
Substitutionen V, und P, der z,,,, so gestattet sie nach der hier gültigen 
gewöhnlichen Theorie auch V,V,. Jede Substitution 7 der x,,, bewirkt 
aber, weil sie den letzten Index nicht berührt und yZ nur die 2,1 
enthält, in ygZ nur eine Vertauschung V der &,,,, die eindeutig von 
dem betreffenden 7’ abhängt. Es ist 


«ZV, =ıZT,, x Zr =rZT,, mithin ZI, 9, =ıZTT:;. 
Da aber aus 


ıZV/, =ıZ, xZV, =ıZ folgt, daB yZV, I, =ıZ=% 
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führt mit 7, und 7, auch. 7,7, die Funktion yZ in den Ausgangswert 
über. Also wird 

TS 7%, = TS Z=IZTR=-y4Z=Y. 
Innerhalb © hat die Funktion y dem Wert nach eine Gruppe, wenigstens 
solange keine Beziehungen zwischen den Wurzeln bestehen, die nicht 
schon durch das Zusammenfallen der Wurzeln bedingt wären. 

Nun entstehen die einfacheren Gleichungen aus der allgemeinen durch 
Adjunktion von Funktionen; auch Abhängigkeiten zwischen den Wurzeln 
lassen sich ja so deuten. In unserem Falle könnten solche noch über 
das Zusammenfallen der Wurzeln hinaus eine Reduzibilität erzeugen oder 
sonst der Gleichung einen spezielleren Charakter geben; weiteres Zusammen- 
fallen darf natürlich nicht eintreten. Die Adjunktion einer Funktion y, 
die innerhalb & die Gruppe 9 besitzt, macht alle Funktionen, die die- 
selben Substitutionen erlauben, rational bekannt — der Beweis ist analog 
dem früher für Funktionen der Gruppe g gegebenen. Die Funktion 

Pot DATER 
ihl 
mit unbestimmten 9 behält dem Werte nach die Gruppe g. Durch Multi- 
plikation solcher Faktoren lassen sich zu jeder in © enthaltenen, g ent- 
haltenden Gruppe zugehörige Funktionen herstellen. 

Fassen wir nun in der für © aufgestellten Tabelle die zu $ gehörigen 

Zeilen zu einer neuen Tabelle zusammen, so gehört für die Funktion 
y=EMr Ba 
ikl 
zu jeder Zeile ein eigener Wert, auch wenn die Adjunktion von x nicht 
willkürlich war, sondern auch wenn y dem KRationalitätsbereiche der 
Gleichungskoeffizienten selbst schon angehörte, die Gleichung von Natur 
speziell war. Dieselbe Eigenschaft hat innerhalb 9 aber überhaupt jede 
Funktion, die dem Wert nach nur die Substitutionen von g erlaubt, wenn 
außer dem Zusammenfallen und der durch ein Bekanntsein von y etwa 
ausgedrückten speziellen Eigenschaft weitere Abhängigkeiten zwischen den 
Wurzeln nicht bestehen. Denn das Zusammenfallen von YT, mit %7,, 
wo T,, T, in 9 verschiedenen Zeilen angehören, ist gleichbedeutend mit 
dem Verschwinden von 97, — yT,. Diese Funktion erlaubt aber jeden- 
falls nicht die Substitution 7-1, denn % ist nicht gleich v7, T-'; sie 
erlaubt also nicht alle Substitutionen aus 9, kann mithin nicht rational 
bekannt, nicht Null sein. Mit Benutzung dieses Satzes läßt sich auch 
im vorigen Paragraphen, wo wir, um der Verschiedenheit der Werte 


innerhalb 2 sicher zu sein, gegen g formal symmetrische Funktionen 
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benutzten, mit jeder beliebigen Funktion, die innerhalb © die Wertgruppe 
4 hat, auskommen, solange diese nicht gerade zu einer etwa vorhandenen 
weiteren Abhängigkeit in spezieller Beziehung steht, analog wie bei 
reduziblen oder Affektgleichungen mit nur einfachen Wurzeln. 

Gewisse Eigenschaften, die in der gewöhnlichen Theorie der Gruppe 
der Gleichung zukommen, hat hier die Gruppe 9. Alle zugehörigen 
Funktionen sind rational bekannt; da g ausgezeichnet in $) enthalten ist, 
läßt sich für eine beliebige Funktion %, die innerhalb 59 ohne Wert- 
änderung nur die Substitutionen von g erlaubt, analog wie im vorigen 
Paragraphen innerhalb ©, eine Gleichung aufstellen, die die Gruppe 


besitzt. Mit einer solchen „Funktion höchster Gattung“ sind auch die 
übrigen Wurzeln der Resolventengleichung, überhaupt alle Funktionen 
der Wurzeln bekannt. Innerhalb 9 hat jede Funktion eine Gruppe, die 
g ausgezeichnet enthält. Es gibt zu jeder in 9 enthaltenen, g überhaupt, 
mithin ausgezeichnet enthaltenden Gruppe Funktionen, die für ihre und 
nur für ihre Substitutionen den Wert nicht ändern; eine solche Funktion 
ist z. B. das Produkt aller aus 
Po > Pir #ikı 
ikl 


durch Substitutionen der betrachteten Gruppe entstehenden Funktionen. 


.. 

Wir wollen zum Schluß die übliche, Huddesche, Lösung der, soweit 
dies noch möglich, allgemeinen Gleichung mit mehrfachen Wurzeln 
gruppentheoretisch deuten. Es sollen weitere Abhängigkeiten nicht be- 
stehen; Gruppe der rational bekannten Funktionen ist also © selbst, 

6) 


Gruppe der lösenden Gleichung % = Er 


Die Nullstellengruppe % ist intransitiv, also zusammengesetzt. Die 
bei der Zerlegung auftretenden Faktorgruppen sind wegen des Isomor- 
phismus dieselben, die bei der Zerlegung von © bis auf g auftreten. 
Wenn wir berücksichtigen, daß © die v-fachen Wurzeln .nur unter sich 
und imprimitiv permutiert, so können wir eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe ©, von © finden, die keine nicht in g enthaltene Vertauschung 
der v-fachen Wurzeln mehr enthält, dagegen alle in & enthaltenen Sub- 


stitutionen der übrigen Wurzeln. Die Faktorgruppe = ist isomorph der 


Gruppe aller Vertauschungen der Nullstellen vom Gewichte v, sie ist eine 
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symmetrische Gruppe der Ordnung &!, des Grades &, wenn vs die Anzahl 
der Wurzeln vom Gewichte v» war. Da wir aber überhaupt nur Sub- 
stitutionen aus & erlauben und zur Aufstellung der lösenden Gleichungen 
brauchen, ist für eine lösende Funktion gleichgültig, welche Substitutionen 
sie außerhalb © gestattet. In diesem Sinne ist aber auch etwa 


3 | Pyr%yrır 
ki 


ebenso, da es sich um Wertgruppen handelt, 


DS, Pyr LT, 
k 


eine zur Gruppe ©, gehörige Funktion, die durch eine allgemeine Gleichung 
ge" Grades, eine Resolventengleichung des Grades &! aus den rational be- 
kannten Funktionen der Gruppe © berechnet werden kann. Diese Funk- 
tion ist zugleich aber auch eine Funktion höchster Gattung für die 
Gleichung, die im zweiten Paragraphen mit o(x) = 0 bezeichnet wurde; 
die Werte der Wurzeln des Gewichtes v lassen sich rational durch sie 
darstellen. Faßt man diese Lösung etwas allgemeiner auf, so kann man 
etwa &,,, als eine Funktion betrachten, die innerhalb © eine Gruppe 
besitzt, die ©, enthält; jede Wurzel des Gewichtes v» ist also mit einer 
Funktion der Gruppe ©, rational bekannt. 

Was hier von den Wurzeln des Gewichtes v gesagt ist, gilt von 
denen eines beliebigen Gewichtes ‘; sie werden rational bekannt durch 
Adjunktion einer Funktion der Gruppe ©,, der analogen zu ®,; eine 
solche Funktion hängt von den durch die Natur der gestellten Gleichung 
rational bekannten durch die Galoissche Resolventengleichung einer 
allgemeinen Gleichung des Grades ö ab, wenn Ö die Anzahl der Null- 
stellen vom Gewichte © ist. 
| Eine lösende Funktion der ganzen Gleichung, d. h. eine Funktion, 
deren Adjunktion alle Funktionen der Wurzeln rational bekannt macht, 
kann man entweder aus den Funktionen der Galoisschen Gattung der 
Teilgleichungen zusammensetzen, oder man berechnet sie direkt aus einer 
Gleichung der Gruppe %, die durch aufeinanderfolgende Adjunktion, 
Lösung von Teilgleichungen in folgender Weise gefunden wird. Für 
die Funktion höchster Gattung, die etwa die Form 


y=mMr DE 
kl 
habe, stellt man zunächst die Gleichung auf, durch die sie von Funktionen 


der Gruppe ®,,..., abhängt, die alle Vertauschungen der einfachen 


v 
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Wurzeln wie ®, sonst nur die Substitutionen aus g gestattet. Wegen 
der Invarianz der Faktorgruppen ist 


G35..., & 


a 
das Problem also identisch mit der Bestimmung der einfachen Wurzeln. 
Mit einer Funktion der Gruppe ®,,..., sind aber alle bekannt. Um die 


Koeffizienten unserer Gleichung in ©,,..., zu finden, müssen wir für eine 


solche die Gleichung aufstellen, durch die sie etwa von den Funktionen 
der Gruppe ©,..., abhängt. Die Gruppe dieser Gleichung ist 


‚sy 


&,., & 


O3... = & 
So löst sich die Gleichung für p mit der Gruppe r in v Teilgleichungen 


auf, Gleichungen derselben Gruppen, die wir auch für die gesonderte 
Bestimmung der Wurzeln der einzelnen Gewichte gebraucht haben. Ist 
für ein bestimmtes ar: der Grad der zugehörigen Teilresolvente, die 


Ordnung der Gruppe = kleiner oder gleich 4!, so ist dieselbe voll- 


ständig auflösbar. Überhanpt gilt für diese Teilgleichungen die ge- 
wöhnliche Theorie. 


Resultate. 


Besitzt eine Gleichung mehrfache Wurzeln, so gibt es keine Funktion 
mehr, die bei jeder Vertauschung der Wurzeln den Wert änderte; es gibt 
Substitutionen, die den Wert keiner Funktion ändern; diese bilden eine 
Gruppe, die lerne g der Gleichung. 

Die Zusammenfallgruppe g ist die Gruppe aller erkenne 
gleichwertiger Wurzeln. Sie hat für die Lösung der Gleichung dieselbe 
Bedeutung, wie die Identität im Falle nur einfacher Wurzeln; die Ad- 
junktion einer Funktion, die nur die Substitutionen aus g erlaubt, macht 
alle Funktionen der Wurzeln rational bekannt. 

Die Stelle, welche in der gewöhnlichen Theorie die symmetrische 
Gruppe einnimmt, nimmt hier die Gruppe ©, die größte Gruppe, die g 
ausgezeichnet enthält, ein; die Funktionen, welche alle Substitutionen 
aus © erlauben, sind stets rational bekannt. 

Die Gruppe © ist die Gruppe aller Substitutionen, die übrig bleiben, 
wenn man alle Vertauschungen von Wurzeln verschiedenen Gewichtes 
ganz verbietet, und an Vertauschungen gleichgewichtiger Wurzeln nur 
imprimitive erlaubt mit den Systemen gleichwertiger Wurzeln als Systemen 
der Imprimitivität. 
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Bestehen keine Beziehungen zwischen den Wurzeln außer denen, die 
das Zusammenfallen nach sich zieht, so bilden die Substitutionen aus ®, 
welche den Wert irgend einer Funktion der Wurzeln nicht ändern, eine 
(Gruppe, die g ausgezeichnet enthält. | 

Die Adjunktion einer Funktion, die in ® die Gruppe 9 besitzt, macht 
alle Funktionen bekannt, die durch keine der Substitutionen aus 9 den 
Wert ändern. Dabei sind Substitutionen, die die betrachtete Funktion 
außerhalb & etwa noch erlaubt, ohne Einfluß. 

Ist infolge einer Adjunktion oder wegen einer speziellen Eigenschaft 
der Gleichung eine Funktion einer bestimmten g enthaltenden in & ent- 
haltenen Gruppe 9 rational bekannt, aber keine Funktion einer Unter- 
gruppe von 9, so besitzt jede Funktion innerhalb 9 eine g um- 
fassende Gruppe. di 

Zu jeder Untergruppe von ©, die g enthält, gibt es zugehörige 
Funktionen. Der Begriff der Funktionengattung überträgt sich auf 
Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln, wenn man nur solche Gruppen 
als zugehörige anerkennt. 

Die algebraische Lösung der Gleichung hängt von der Auflösbarkeit 


der Faktorgruppe | = 2 — wenn keine besonderen Beziehungen bestehen, 
von % = r — in zyklische Faktoren ab. f ist Untergruppe der Gruppe %. 


Diese läßt sich auffassen als die größte intransitive Gruppe von Sub- 
stitutionen der Nullstellen, die übrig bleiben, wenn man nur Vertauschungen 
sleichgewichtiger Nullstellen gestattet. 
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